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摘  要：采用 GNSS/A 组合观测技术进行海底基准传递时，需要将 GNSS 天线坐标通过臂长参数以及平台姿态观测转换

到换能器位置。这种转换既涉及 GNSS 定位误差的误差传播问题，还涉及臂长误差及姿态测量误差的传播问题，属于典

型的非线性误差传播问题。采用基于线性化误差传播的测量不确定度评定与表示方法（the guide to the expression of un⁃
certainty in measurement，GUM）和基于非线性误差传播的蒙特卡洛方法（Monte Carlo method，MCM），开展了换能器不

确定度评估研究。结果表明，GUM 和 MCM 整体上具有很好的一致性，但随着非线性强度或臂长误差的增大，两种方法

会产生明显差异，此时，建议采用不存在线性化模型误差影响的 MCM；换能器不确定度随着臂长长度的增大而增大，随

着姿态测量及臂长测量精度的降低而增大；姿态角精度对换能器不确定度影响最小，GNSS 定位精度对其影响最大，臂

长参数次之。
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Abstract： Objectives: When global navigation satellite system/acoustic（GNSS/A） technology is applied 
in seafloor geodesy, GNSS antenna coordinates are converted to transducer position by arm length parame⁃
ters and platform attitude observations. The conversion involves not only the error propagation of GNSS 
positioning error, but also the propagation of arm length error and attitude measurement error, which is a 
typical nonlinear error propagation problem. Methods: In this paper, both the guide to the expression of un⁃
certainty in measurement (GUM) based on linearized error propagation and Monte Carlo method (MCM) 
based on nonlinear error propagation are used to evaluate the uncertainty of transducer location. Results 

and Conclusions: The results show that GUM and MCM have a good consistency on the whole process, 
but with the increase of nonlinear strength and measurement uncertainty, these two methods have a signifi⁃
cant difference. The uncertainty of transducer increases with the increase of arm length, and increases with 
the decreas of the accuracies of attitude measurement and arm length measurement. It means that the longer 
the arm length of GNSS/A combined observation, the higher the requirement for attitude measurement ac⁃
curacy. Attitude measurement uncertainty has the least influence on the uncertainty of transducer location, 
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GNSS positioning uncertainty has the most, and arm length parameter has the secondary.
Key words： GNSS/A； arm length correction； uncertainty evaluation； Monte Carlo method

在全球导航卫星系统/声呐（global naviga⁃
tion satellite system/acoustic，GNSS/A）组合观测

系统中，由船载 GNSS 通过坐标转换求得换能器

坐标，再经过声学测距得到水下目标点位置［1］。

若要实现高精度水下定位，首先需要确保换能器

坐标位置的准确。换能器位置的准确确定也是

海底大地基准网建设的关键技术之一［2］。但转换

过程中既涉及 GNSS 定位误差的误差传播问题，

还涉及臂长误差及姿态测量误差的传播问题，且

属于典型的非线性误差传播问题［3］。所以，换能

器坐标不确定度由 GNSS 定位不确定度［4］、姿态

测量不确定度、臂长测量不确定度等综合确定。

由此，在系统研发和水下定位实践中，面临两个

问题：（1）如何经济、合理地选配传感器，建立

GNSS/A 观测系统；（2）对于特定的 GNSS/A 观

测系统传感器配置，如何评估换能器坐标的不确

定度。

不确定度是表征观测量不确定性的度量，一

般具有非负性质［5］。不确定度也是说明测量结果

可信程度的一个重要参数。1995 年，国际标准化

组织颁布了不确定度评估指南［6］，提出不确定度

传播律方法作为标准不确定度的合成方法。中

国随后也引入了不确定度的概念及测量不确定

度评定与表示方法（the guide to the expression of 
uncertainty in measurement，GUM）。中国在 2012
年颁布了标准《测量不确定度评定与表示》［7］，并

引 入 了 蒙 特 卡 洛 方 法（Monte Carlo method，
MCM），以此作为对 GUM 的验证和补充［8］。除

此之外，对于点的位置的不确定度，也可由多维

点位误差度量所反映［9］。

GUM 的不确定度传播律与误差传播定律

类似［7］，需要对各输入量单独进行不确定度评

估，得到各输入量的不确定度，再将各输入量的

不确定度传递到输出量。在对各输入量的不确

定度进行评估时，可根据输入量的条件选择 A
类或 B 类评定方法［5，7］。A 类评定方法使用前提

是输入量可独立重复观测，通过统计分析方法

得到其不确定度［5，7］。B 类评定方法在输入量不

可独立重复观测时，可根据输入量的信息（如权

威机构发布的量值、校准证书等），确定输入量

的 概 率 密 度 函 数（probability density function，
PDF），得 到 相 应 的 标 准 不 确 定 度 。 理 论 上 ，

GUM 适用于线性数学模型，当模型为非线性

时，需要将其线性化近似后再使用此方法进行

评估［7］。线性化通常采用一阶泰勒级数展开省

略高阶项的方法［10］。因此，GUM 可能会导致评

估结果的不可靠，即需要考虑线性化模型误差

影响［11-12］。

MCM 建立在分布传播概念基础上［13］，即对

输入量的概率密度分布而非输入量分布的期望

和标准差进行传播，进而确定输出量的概率密度

分布及其离散分布，通过其离散分布确定输出量

的期望和标准差不确定度。在此过程中，并不涉

及线性化近似，能够较为完整地保留信息。因

此，当函数模型较为复杂、呈非线性、计算偏导数

困难或者输入量的 PDF 明显非对称时，使用此方

法评估不确定度较 GUM 更可靠［8］。但 MCM 受

样本量的限制，当样本量过小时，不能较为完整

地反映输出量的分布，以此得到的不确定度可能

会存在误差，导致不确定度结果的不准确；当样

本量过大时，能够更好地反映总体，结果也会更

可靠，但计算效率会下降。样本量为 1×106通常

会为输出量提供 95% 的包含区间［8］。

不确定度在很多领域都得到了很好的应

用，如文献［14］将其应用于 GIS 叠置位置的不

确定度分析；文献［15］将不确定度与距离联合

确定权函数方法构建海底数字高程模型；文献

［16］在消声水池中对多波束测深进行了不确定

度研究；文献［17］使用 GUM 对海洋浮标海面高

程动态的不确定度展开了研究；文献［18］对船

载绝对重力仪测量系统的误差修正模型进行不

确定度分析。而且，不同领域国内外学者指出，

使用 MCM 评估不确定度时，适用范围更广、可

靠性更优［19-21］。

本文分别采用 GUM 和 MCM 建立 GNSS/A 
3 个方向不确定度评估模型，并针对不同臂长长

度、不同姿态角以及其不同测量不确定度情况

下，对换能器坐标的不确定度进行了测试验证，

给出了两种评估方法的功效；并探讨了 GNSS/A
观测系统传感器配置以及在定位实践中不确定

性评估问题。

1　GNSS/A臂长改正的不确定度评

估模型

GNSS/A 定位技术首先确定 GNSS 坐标，然
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后通过臂长改正获取船载声呐换能器坐标，最后

通过声呐测距观测将换能器坐标传递到海底，如

图 1 所示。

因此，准确可靠的换能器位置是 GNSS/A 组

合观测定位的关键，即由 GNSS 坐标、臂长参数

以及姿态传感器测量得到的姿态角等观测求解

换能器坐标［22］：

P = Q + RM （1）
式 中 ，P=［PE    PN    PU］T 为 换 能 器 坐 标 ；Q=
［QE    QN    QU］T为 GNSS 坐标；M=［Mr    Mp    Mh］T为

臂长参数；R 为旋转矩阵。R 的具体形式为：

R =
é
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（2）

式中，h 为航向角；p 为俯仰角；r为横滚角。

1.1　换能器不确定度的 GUM 评估模型

使用 GUM 评定不确定度时，需要对式（1）进

行线性化处理，即需要通过泰勒级数展开 3 个方

向的合成式 ，保留一阶展开 ，省略其高阶项 ，

可得：

u (PE)= ∑
i = 1

n ( )∂PE

∂Ti

2

u2( )Ti （3）

式中，Ti = (Q E，Q N，Q U，M r，M p，M h，h，p，r ) 为式

（1）中的各输入量；u (Ti)代表各输入量的标准不

确定度；
∂PE

∂Ti
代表 E 方向被输出量对输入量的偏

导数，也称为灵敏系数。需要指出，当观测量间

存在相关性时，还需要考虑输入量之间的相关系

数。同理，N、U 两个方向的合成标准不确定度计

算式为：

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

u ( )PN = ∑
i = 1

n ( )∂PN

∂Ti

2

u2( )Ti

u ( )PU = ∑
i = 1

n ( )∂PU

∂Ti

2

u2( )Ti

（4）

式中，偏导数具体计算式为：

∂PE

∂Q E
= ∂PN

∂Q N
= ∂PU

∂Q U
= 1

∂PE

∂M r
= cos p sin h

∂PE

∂M p
= cos h cos r + sin h sin p sin r

∂PE

∂M h
= cos r sin h sin p - cos h sin r

∂PE

∂h
= M h(sin h sin r + cos h cos r sin p)-

M p(cos r sin h - cos h sin p sin r )+ M r cos h cos p

∂PE

∂p
= M h cos p cos r sin h - M r sin h sinp +

M p cosp sin h sinr

∂PE

∂r
= -M p(cosh sinr - cos r sin h sinp)-

M h(cosh cosr + sin h sin p sinr )
∂PN

∂M r
= cos h cos p

∂PN

∂M p
= cos h sin p sin r - cos r sin h

∂PN

∂M h
= sin h sin r + cos h cos r sin p

∂PN

∂h
= M h(cosh sinr - cos r sin h sinp)-

M p(cosh cosr + sin h sin p sinr )- M r cosp sin h

∂PN

∂p
= M h cosh cosp cosr - M r cosh sinp +

M p cosh cos p sin r
∂PN

∂r
= M p(sin h sinr + cosh cos r sin p)+

M h(cos r sin h - cosh cos p sin r )
∂PU

∂M r
= sin p

∂PU

∂M p
= -cos p sin r

∂PU

∂M h
= -cos p cos r

∂PU

∂h
= 0

图 1　姿态参数与臂长参数

Fig.  1　Attitude Parameters and Arm Length Parameters
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∂PU

∂p
= M r cos p + M h cos r sin p + M p sin p sin r

∂PU

∂r
= M h cos p sin r - M p cos p cos r

由于上述线性化过程省略了高阶项，因而

会产生模型误差。若考虑高阶项，则需要各分

量的高阶矩信息，而高阶矩信息往往也来源于

随机变量的分布函数。当基于线性化模型的

GUM 存在零点问题（即偏导数为零）时，此时可

导致不确定度评估失败，从而必须借助高阶误

差传播或 MCM。显然，当偏导数为零时，线性

化 误 差 传 播 方 法 是 无 效 的 ，此 时 建 议 采 用

MCM。

1.2　换能器不确定度的 MCM 评估模型

MCM 是实现概率分布传播的一种数值方

法，由输入量的 PDF 经数学模型得到输出量的

PDF，并通过输出量的 PDF 离散抽样值确定输出

量的最佳估值、标准不确定度及其包含区间［23］，

且可信程度随 PDF 抽样数量的增加而得到改

善。其基本流程如图 2 所示。

当数学模型为非线性时，使用 MCM 评定不

确定度更为准确。这是因为 MCM 计算过程中

仅对输入量的 PDF 离散抽样，经数学模型传递

给输出量，确定输出量的离散分布。在这过程

中并没有线性化，较为完整地保留了信息。但

MCM 受抽样次数影响，如果抽样次数过小，可

能就会引起误差，导致评定结果不可靠；抽样次

数越大，越能更好地反映总体，评定结果也会更

可靠，但会导致计算效率的下降。一般将抽样

次数设定为 1×106，为输出量提供 95% 的包含

区间。

2　实验分析

考虑到 GNSS/A 观测实际，取航向角变化区

间为 0°~360°，横滚角变化区间—45°~45°，俯仰

角变化区间—45°~45°。实验数据设置格式为

（x ± kσx），其含义代表扩展不确定度，即确定输

出量结果的量值区间［3］。例如航向角（20°±0.4°）
代表航向角的角度以 95% 的概率落在 19.6° ~
20.4°（假定各输入量皆服从正态分布），此时 k =
2，其余参数量的表示含义也是如此。

2.1　臂长长度对换能器坐标不确定度的影响

在相同姿态等测量误差条件下，改变臂长长

度，分析其对各方向的不确定度影响，结果如图 3
所示。初始设置为：航向角（20°±0.4°）、俯仰角

（0° ±0.2°）、横 滚 角（0° ±0.2°）、GNSS 坐 标

（100±0.1 m，100 ±0.1 m，0±0.2 m）、臂长参数、

（0±0.02 m，0±0.02 m，z±0.02 m）。

从图 3 可以看出，当其余条件固定时，仅改变

臂长长度，E、N 方向的不确定度都会随之增加，且

两种方法基本一样。而在 U 方向上，不确定度并

不会随着臂长长度的增加而增加，出现此现象主

要是因为在不确定度计算时，U 方向上的不确定

度仅保留了臂长的精度，其余项全为 0，因此并不

会随着长度变化而变化。即使改变航向角也不会

使其发生变化，依然是一条直线。但当改变俯仰

角或者横滚角时，其不确定度曲线就会如同 E、N
方向一样，随着臂长长度增大而变大。因此，当横

滚角和俯仰角全为 0°时，随着臂长长度的增加，E、

N 方向的不确定度会随之增加，而 U 方向的不确

定度并不会增加，仅与臂长的精度相关。除此情

况外，3个方向不确定度皆随臂长增大而增大。两

种方法解算的标准不确定度基本一致，差值约在

图  2　MCM 基本流程

Fig.  2　Basic Workflow of MCM

图 3　臂长长度变化对换能器位置不确定度的影响

Fig.  3　Influence of Arm Length Change on the 
Uncertainty of Transducer Position
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1×10-4 或 1×10-5，有的甚至达到 10-6。

2.2　姿态角变化对换能器坐标不确定度的影响

初 始 参 数 及 测 量 误 差 设 置 为 ：航 向 角

（h±0.4°）、俯 仰 角（p±0.2°）、横 滚 角（r±0.2°）、

GNSS 坐标（100±0.1 m，100±0.1 m，0±0.2 m）、

臂长参数（0±0.02 m，0±0.02 m，10±0.02 m）。

2.2.1　俯仰角变化对换能器坐标不确定度影响

取航向角和横滚角不同初值情况下，改变俯

仰角的大小，分析其对各方向的不确定度影响，

结果如图 4 所示。

在臂长参数水平方向值取为 0，即换能器在

杆的正下方情况下，当航向角、横滚角其中一个

处于特殊角度（90°整倍数）、另一角度随意变化

时，此时俯仰角变化对不确定度影响的变化趋势

如图 4（a）所示，俯仰角为 0°时，不确定度达到最

低或最高，两边趋势相反，基本关于纵轴对称。

当臂长参数水平方向值不为 0 时，不确定度最低

或最高值则不会在俯仰角为 0°时达到。

3 个方向不确定度趋势不同，主要和旋转矩

阵相关，即正余弦函数。以航向角为 0°、改变横滚

角 0°和 45°为例，随着横滚角的增大，N、U 方向会

逐渐发生改变。原因如下，E 方向不确定度计算

仅剩下了关于 p 的正弦函数，所以呈正弦函数的

趋势；N、U 方向同样如此，但不同的是，N 方向系

数是关于 r 的余弦函数与正弦函数的差，U 方向

与之相反。由于 0°~44°时，正弦函数值小于余弦

函数值，所以随着 r 的增大，其差值逐渐缩小，导

致趋势逐渐变缓。在 45°时，正余弦函数值相等，

此时曲线最为平缓，如图 4（b）所示。

两种方法产生差异的原因主要是由于非线

性误差造成的。从图 4（b）中可看出，两种方法差

值很小，约 1 × 10-4 m、1 × 10-5 m 或 1 × 10-6 m。

从变化规律上得知，当固定一个角度初值，改变

另一角度初值，其不确定度随着俯仰角的变化在

一定初值范围内趋势是相同的。

当航向角与横滚角都不处于特殊角度时，此

时，由于角度的改变，导致 E、N 方向不确定度最

低点和最高点对应的俯仰角角度发生变化，而 U
方向不变，但趋势走向皆是遵循正余弦的变化趋

势，如图 4（c）所示。当横滚角取负值时，产生了

两个变化，如图  4（d）所示，一是其曲线大致关于

纵轴对称；二是不确定度值的微小改变。

2.2.2　横滚角变化对换能器坐标不确定度影响

取航向角和俯仰角不同初值情况下，改变

图  4　俯仰角变化对换能器坐标不确定度的影响

Fig.  4　Influence of Pitch Angle Change on Its Uncertainty
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横滚角的大小，分析其对各方向的不确定度影

响，结果如图 5 所示。其规律与俯仰角变化对换

能器不确定度的影响规律基本一致。不同的

是，当航向角、俯仰角其中一个处于特殊角度

（90°整倍数），另一角度随意变化时，换能器 E、

N 方向的变化趋势与俯仰角变化对换能器不确

定度的影响趋势相反，如图 5（a）所示；当俯仰角

为 45°时，N 方向的不确定度趋势不会像一条直

线那样平缓，主要是因为计算 N 方向的不确定

度系数不为零，如图 5（b）所示。当航向角和俯

仰角都不处于特殊角度时，其规律与 §2.2.1 基本

一致，如图 5（c）和 5（d）所示。

2.2.3　航向角变化对换能器坐标不确定度影响

取横滚角和俯仰角不同初值情况下，改变航

向角的大小，分析其对各方向的不确定度影响，

结果如图 6 所示。

由图 6 可以看出，E、N 方向上随着航向角的

增大，其不确定度做正余弦变化，其原因仍然是与

正余弦函数相关；而 U 方向上，之所以是一条直

线，不随角度变化而变化，主要是因为在对 U 方向

线性化时，不涉及航向角的参与。因此，无论航向

角怎么变化，不确定度不会随之改变。两种方法

产生了细微差异，主要是模型非线性导致的，其差

值约 1 × 10-4 m、1×10-5 m 或 1 × 10-6 m。

当将其中一个角度的初值改为负值时，其不

确定度的变化趋势以及不确定度值略有变化，如

图 6（b）、6（d）所示。当将两个角度初值皆改为负

值时，其变化趋势基本不变，不确定度值略有细

微变化，如图 6（a）、6（c）所示。但当两个角度的

初值皆为 0°时，GUM 解算的不确定度值为定值，

而 MCM 则会带有正余弦函数的趋势性，两种方

法的差值约为 1 × 10-5 m。

2.3　输入量不确定度大小对换能器坐标不确定度

的影响

在其余条件及测量误差相同条件下，依次改

变各输入量的精度，分析其对各方向的不确定度影

响，结果如图 7 所示。初始设置为：航向角（20°± 
0.4°）、俯仰角（5°±0.2°）、横滚角（5°±0.2°）、GNSS
坐标（100±0.1 m，100±0.1 m，0±0.2 m）、臂长参

数（0±0.02 m，0±0.02 m，10±0.02 m）。

图 7 中 3 条线分别表示仅臂长参数的精度改

变、仅 GNSS 定位精度改变、仅角度精度改变，其

余不变。由图 7 可以看出，随着精度的降低，3 个

方向不确定度随之增大，且角度的变化对不确定

度的影响较小，GNSS 定位精度对其影响较大，臂

长参数次之。

图 5　横滚角变化对其不确定度的影响

Fig.  5　Influence of Roll Angle Change on Its Uncertainty
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随着精度变化，相邻两点间的斜率如图 8 所

示。如图 8（a）所示，当仅改变 GNSS 定位精度，

即 3 个方向精度皆为 0.01°~1°，间隔为 0.01°（后续

仅改变臂长参数精度或姿态角精度时，设置与其

相同）时，其 3 个方向的标准不确定度在精度较高

时，并不会随着精度线性变化而线性变化，在精

度较低时，其 GUM 则随着精度线性变化而近似

呈线性变化，但 MCM 没有这种规律，即更好地反

映了问题的非线性实质；当仅改变臂长参数的精

度，其 3 个方向的规律与改变 GNSS 定位精度类

似；当仅改变角度时，如图 8（b）所示，两种方法得

到的标准不确定度都不会随着精度线性变化而

近似呈线性变化，其变化趋势与俯仰角或横滚角

的正负取值无关。

2.4　姿态角不确定度变化对两种方法的影响

除姿态角初值外，其余初值设置同上。以横

滚角为例，精度变化为 0.01°~20°，间隔 0.1°，如图 9
所示。随着横滚角精度的降低，有两个现象：一

是其不确定度的增大；二是两种方法的差异逐渐

增大，主要是由于模型非线性较大引起的。

值得注意的是，并非任意取姿态角的初值都

能产生如图 9（b）中两种方法差异性的明显现象，

一般在航向角处于特殊角度（90°整倍数），另外两

个角度在小角度范围内（小于 20°）才有如此现象。

并且随着俯仰角和横滚角的增大，两种方法的差

异逐渐减小。从图 9（b）中可知，两种方法的差值

在精度为 20°时最大，约 10 cm，当精度在 1°时，影

响则很小，约在 1 × 10-3 m、1 × 10-4 m，甚至更

小。这也体现了当输入量服从正态分布时，两种

方法有较好的一致性。

图 6　航向角变化对其不确定度的影响

Fig.  6　Influence of Heading Angle Change on Its Uncertainty

图  7　输入量不确定度变化对换能器坐标不确定度的影响

Fig.  7　Influence of Input Uncertainty Change on 
Transducer Coordinate Uncertainty
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俯仰角精度变化对两种方法的影响规律与

横滚角基本一致。航向角的影响规律有所不同，

一是航向角处于特殊角度（90°整倍数），另外两个

角的其中一个在小角度范围内（小于 10°）；二是无

论航向角精度如何变化，其在 U 方向始终为定

值，且两种方法基本一致。

3　结　语

本文基于GB/T 27418⁃2017、JJF 1059.1⁃2012、
JJF 1059.2⁃2012，采用 GUM 和 MCM 分别在不同

臂长长度、不同姿态角、不同测量不确定度的情

况下，对换能器坐标进行不确定度评估。对于给

定的 GNSS/A 观测系统传感器配置，换能器坐标

不确定度的评估可分两种方式进行。若通过

GUM，需对函数模型进行线性化，建立误差传播

公式。MCM 不需线性化，可直接通过函数模型

求得输出量的离散分布，依据其离散分布得到不

确定度。主要结论如下：

1）当输入量均服从正态分布时，GUM 和

MCM 整体上具有很好的一致性，但当问题的非

线性强度较高或臂长误差较大时，均可导致两种

方法产生明显差异，此时，建议采用不存在线性

化模型误差影响的 MCM。

2）换能器不确定度随着臂长长度的增大而

增大，随着姿态测量及臂长测量精度的降低而增

大，这意味着，GNSS/A 组合观测的臂长越长，对

姿态测量精度的要求越高；对于俯仰角和横滚

角，研究单个角度对换能器不确定度的影响时，

在设定其余两个角度不同初值时，对换能器不确

定度的影响趋势也是不同的，但在初值的某一范

围内其趋势是相同的；对于航向角，E、N 方向不

确定度随着航向角的变化而作正余弦函数周期

性变化，U 方向不确定度保持不变。

3）换能器不确定度随着输入量精度的降低

而增大，其中，姿态角对其影响较小，GNSS 定位

精度对其影响较大，臂长参数次之。当输入量精

图 8　随着精度变化相邻两点间的斜率

Fig.  8　Slope Between Adjacent Two Points with 
Accuracy Change

图 9　横滚角精度变化

Fig.  9　Roll Angle Accuracy Change
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度较低时，使用 GUM 评估不确定度将会随着精

度线性变化而近似呈线性变化，姿态角除外。

MCM 无此规律。

为提高换能器定位精度，除提升 GNSS 定位

精度外，还可通过减小臂长、选择精度较高的姿

态传感器和提升臂长参数的精度实现。其中，姿

态传感器精度对换能器不确定度的减小影响较

小，而 GNSS 定位精度的提升对换能器不确定度

的减小影响较大，臂长参数次之。当 GNSS 定位

精度确定时，若想改变臂长长度，且还要保持总

体的不确定度不变，则需对姿态传感器进行更

换，臂长越长对姿态传感器的精度要求则越高。
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